Odhad parametru p binomického rozdéleni a test hypotézy o tomto parametru

Test hypotézy o parametru p binomického rozd€leni

Motivaéni uloha. Pfedpokladejme, Ze v disledku realizace jistého nahodného pokusu 5 dochazi
s pravdépodobnosti p, kde 0< p <1, k vyskytu jistétho nahodného jevu 4. Ukolem je testovat hy-

potézu H,: p = p,, kde p, je dané &islo.
ReSeni. Uvazme sérii n vzajemné nezavislych realizaci pokusu P a oznaéme X pocet téch realiza-
ci, pti nichz dojde k vyskytu jevu 4. Veli¢ina X ma rozd€leni Bi(n, p), testujeme tedy hypotézu o
parametru p binomického rozdéleni.

Za testovact statistiku pro hypotézu H, : p = p, budeme povazovat pfimo veli¢inu X . Hypotézu
H, zamitneme tehdy, jestlize zaznamenana hodnota veliiny X , tj. zaznamenany pocet vyskytl jevu
A vsérii n vzajemné nezavislych realizaci pokusu 2, je piili§ velka, resp. pfili§ mala na to, aby
takto velka ¢i mala hodnota mohla byt za platnosti hypotézy H, zaznamenana s dostatecné velikou

pravdépodobnosti.
Formalnéji feceno, hypotézu H, zamitneme tehdy, jestlize X <k, nebo X = k,, tj. tehdy, jestlize

Xe (—oo’kl]u[kz’oo),

kde k, a k, jsou kritické hodnoty, které je tieba objektivné stanovit dfive nez pfistoupime k vlastnimu

testovani. Budeme pfitom pozadovat, aby hladina vyznamnosti testu (tj. pravdépodobnost zamitnuti
hypotézy, ktera je spravna) neptekrocila urcitou ptedem zadanou mez o, kde 0 <« <1. Predpokla-
dejme proto, ze hypotéza H, je spravna, tj. ze X ~ Bi(n, p,), a zvolme hodnoty k, a k, tak, aby

P(X<k v X2k)<a.

Volba konkrétnich hodnot &, a k, zavisi na tom, jakou bude mit testovana hypotéza alternativu. Uva-
Zujme nejprve oboustrannou alternativu H, : p # p,. To odpovida situaci, kdy o hodnoté parametru
p nemame vubec zadnou piedbéznou znalost a hypotézu H|, tudiz zamitame jak z dGvodu pfili§ ma-
lych tak prili§ velkych zaznamenanych hodnot veli¢iny X . Hodnoty &, a k, volime proto v tomto
pripad¢ tak, aby
P(X<k)<% a P(X2k)<%.

Pfirozené téZ pozadujeme, aby dany test mé&l co mozna nejvétsi silu (zamital s co nejveétsi pravdépo-
dobnosti nespravné hypotézy), a proto volime ¢isla k, a k, tak, aby kritickd oblast (oblast zamitani)
(=00, k;]U[k,, ) pro hypotézu H, byla co nejvétsi. Definujeme tedy 4, jako nejvétSi nezdporné
celé ¢&islo vyhovujici podmince P(X <k,)<% a k, jako nejmensi nezaporné celé &islo vyhovujici
podmince P(X 2k,) <%, . Ur€eni kritickych hodnot pro jednostranné alternativy H,:p>p, a
H,: p< p, probih4 obdobné¢.

Z duvodu snazsiho vyjadfovani zavedeme pro kritické hodnoty binomického rozdéleni nasledujici
oznacendi.

Oznaceni. Necht' p, e (0,1) je pevné zadané ¢islo. Polozme

n ne
P z(k)l?g(l_po) -



Pro 0 <a <1 definujme kritické hodnoty k, =k () a k, = k,(¢) rozdéleni Bi(n, p,) takto: k (&) je

k
nejvetsi nezaporné celé Cislo takové, Ze Y. p, <o a k, (o) je nejmensi nezaporné celé Cislo takové, ze
k=0

n
2P <.
k=ky

Prakticka realizace testu hypotézy H, : p = p, probiha na zdkladé nasledujicich pravidel:

(1) Hypotéza H,:p=p, se zamitd proti alternativéc H,:p#p,, jestlize X <k/(%) nebo
X2k,(%).

(2) Hypotéza H, : p = p, se zamita proti alternativé H, : p> p,, jestlize X >k, ().

(3) Hypotéza H,: p = p, se zamitd proti alternativé H, : p < p,, jestlize X <k, ().

Hladina vyznamnosti Zadného z vyse popsanych testii neprevysuje ¢islo o . Lze pritom ukdzat, zZe
nelze zkonstruovat zadné jiné testy o parametru p binomického rozdéleni, které by mely pri dané
hladiné vyznamnosti ve srovnani s pravé uvedenymi testy vetsi silu. Lze tedy tyto testy povazovat za
nejlepsi mozné.

Priklad 1. Oznaéme p pravdépodobnost, Ze pii hodu danou hraci kostkou padne Sestka. Testujme

hypotézu H,: p=1/6 proti alternativé H,:p #1/6, a to na zakladé pokusu, v némz ze sto dvaceti

hodt padla Sestka
a) dvacet devétkrat,
b) dvacet osmkrat,
¢) devétkrat.

Reseni. Oznaéme X zaznamenany polet Sestek v sérii sto dvaceti hodil. Veli¢ina X maé rozdéleni
Bi(120, p) . Pfedpokladejme, Ze hypotéza H, je spravna, tj. ze p =1/6. Pak

P(X £12)=0,027, P(X <11)=0,014,
P(X 228)=0,037, P(X 229)=0,022.

To znamend, ze k, =k (0,025 =11 a k, =k,(0,025)=29 jsou kritické hodnoty rozdéleni
Bi(120, %), jimz se veli¢ina X fidi za pfedpokladu, ze H, je spravna hypotéza (viz nasledujici obra-
zek).
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Rozhodnuti o tom, zda hypotézu zamitneme ¢i nikoliv zavisi na empiricky zaznamenaném poctu Ses-
tek v sérii. Konkrétné



a) hypotéza H,: p =1/6 se proti alternativé H, : p #1/6 zamita na hladin€ vyznamnosti = 0,05,
b) hypotéza H,: p=1/6 se proti alternativé H, : p #1/6 nezamita na hladiné vyznamnosti &= 0,05,
¢) hypotéza H,: p=1/6 se proti alternativé H, : p #1/6 zamitd na hladiné vyznamnosti o =0,05.

Réeni, ze ,hypotéza se zamitd na hladiné vyznamnosti o * pritom znamenda, ze skutecnd hladina
vyznamnosti testu, tj. pravdépodobnost, s niz miize dojit k zamitnuti spravné hypotézy, je mensi nez o .

Hladinu vyznamnosti nemizeme volit extrémné malou, protoze jinak by pfislusny test mél jen
velmi malou silu. Na druhou stranu pfipadné zamitnuti hypotézy H, ma mnohem vé&tsi vahu, jestlize
vime, Ze pravdépodobnost zamitnuti spravné hypotézy je dokonce mensi nez 0,01 ¢i 0,001. Ptejme se
proto, zda se hypotéza H, zamitd t¢z na hladin¢ vyznamnosti & =0,01. V tomto pfipad¢ jsou kritic-
kymi hodnotami ¢isla 9 a 32. TudiZ v piipad€ a) se hypotéza H, : p =1/6 proti alternativé H,: p #1/6
na hladin¢ vyznamnosti & =0,01 nezamita (pfestoze se zamita na hladin¢ vyznamnosti o =0,05).
Tim spiSe se pak tato hypotéza nezamita na hladiné vyznamnosti « =0,01 v ptipad¢ b). (Koneckonct
se vtomto pfipadé nezamitd ani na hladin¢ vyznamnosti a=0,05). V piipadé c) se hypotéza
H,: p=1/6 proti alternativé H, : p #1/6 na hladin€ vyznamnosti o =0,01 zamita.

Poznamenejme nakonec, Ze pro hladinu vyznamnosti & =0,001 jsou kritickymi hodnotami is-
la7a35.

Priklad 2. Oznaéme p pravdépodobnost, Zze pfi hodu danou hraci kostkou padne Sestka. Existuje
podezieni, Ze je kostka zamérné vyrabéna tak, aby Sestka padala ¢asté&ji neZ ostatni hodnoty. Testujme
hypotézu, ze tomu tak neni, a to na zakladé¢ pokusu, v némz ze sto dvaceti hodii padla Sestka dvacet
osmkrat.

Reseni. Nyni testujeme hypotézu H,:p=1/6 proti jednostranné alternativé H,: p>1/6. Zvolme
hladinu vyznamnosti o =0,05. Hypotézu zamitneme tehdy, kdyZ zaznamenany pocet Sestek X je
prilis veliky (ve€tsi nez kritickd hodnota). Maly pocet Sestek nyni dlivodem k zamitnuti hypotézy neni.
Kritickd hodnota k&, pro test naSi hypotézy je nejmensi nezdporné celé cislo takové, Ze
P(X 2k, | p=1/6)<0,05. Snadno nahlédneme, Zze k, =28. Hypotéza H,: p=1/6 se tedy proti al-
ternativé H, : p >1/6 na hladiné vyznamnosti o =0,05 zamita, pfestoze proti oboustranné alternativé
H,: p#1/6 by se na této hladiné vyznamnosti nezamitla. Vidime, Ze z(iZenim oboustranné alternativy
na jednostrannou se zvysila sila testu.

Priklad 3. Péstujeme hrach s bilymi a fialovymi kvéty. Podle druhého Mendelova zékona je pravdé-
podobnost p, Ze rostlina vykvete fialove, rovna ¥, . Testujme platnost tohoto zakona na zaklad& po-

kusu, v némz ze Ctyficeti nahodné vybranych rostlin jich fialové vykvetlo tficet pét.
Resent.
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Testujeme hypotézu H,:p =%, proti alternativé H,:p # ¥ . Hypotéza se na hladin¢ vyznamnosti
o =0,05 nezamita.

Priklad 4. Pti dvaceti hodech hraci kostkou padla Sestka pravé devétkrat. Testujme hypotézu, Ze Sest-
ka pada s pravdépodobnosti p =% .

Reseni. Hypotéza H,, : p =Y se proti alternativé H, : p # % zamita na hlading vyznamnosti &= 0,01,
nezamita se vSak na hladin¢ vyznamnosti o =0,001. Poznamenejme, ze k,(0,005) =9 ; kritickd hod-
nota k,(0,005), a dokonce ani kritickd hodnota £,(0,025) rozdéleni Bi(20, %) vSak neexistuje, nebot’
Po =0,026>0,025. To znamena, Ze dvacet hodl kostkou je pfili§ malo na to, aby bylo mozno hypo-
tézu H,: p =Y proti oboustranné alternativé H, : p # }; zamitnout z diivodu pfili§ malého zazname-
naného poctu Sestek v sérii. Bylo by ji vSak mozno z tohoto diivodu zamitnout na hladiné vyznamnosti
0 =0,05 proti alternativé H, : p < ), aviak pouze v piipadé, Ze by zadna Sestka pii dvaceti hodech
kostkou nepadla.
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Znaménkovy test

Pro p,=1/2 se test hypotézy H,:p= p, o parametru p binomického rozdéleni nazyva testem
znameénkovym.

Priklad 5. Pfi vyrobé minci je stanovena hmotnost mince pét grami. Je podezieni, Ze na materialu se
systematicky Setfi. Testujme hypotézu, ze tomu tak neni. Pouzijeme vysledkti namatkové kontroly, pii

niz bylo ndhodn¢ vybrano jedenéct minci, a poté zjisténo, ze devét z nich je leh¢ich a dve tézsi oproti
stanovené normé.

Reseni. Oznaéme X pocéet téch vybranych minci, které jsou leh¢i nez pét grami. Veli¢ina X ma
rozdéleni Bi(n,p), kde n=11 je pocet vybranych minci a p je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybra-
na mince je leh¢i nez pét gramil. Testujeme hypotézu H,: p =Y, a to proti jednostranné alternativé
H,:p>Y, nebot moznost, ze se mince vyrabg&ji zamérné t&z8i a priori vylu¢ujeme. Zaznamenany
pocet minci lehéich nez pét grami je devét (z jedenacti), coz je téz kriticky pocet pro zamitnuti testo-
vané hypotézy. Hypotéza H,, se tedy na hladin€ vyznamnosti ¢ = 0,05 zamitd. Nezamita se ovSem na
hladiné vyznamnosti & =0,01 a rovnéz tak by se nezamitla na hladin¢ vyznamnosti a =0,05 proti

v v

oboustranné alternativeé. (Poznamenejme, Ze kritické hodnoty znaménkového testu jsou bézné tabeli-
zovany.)



Priklad 6. Pti sto hodech minci padl dvaasedesatkrat lic. Testujme hypotézu, ze rub i lic pada se stej-
nou pravdépodobnosti.

Reseni. Oznaéme X pocet lict. Pak X ~ Bi(n, p), kde n=100 je pocet hodii a p je pravdépodob-
nost, ze padne lic. Testujeme hypotézu H, : p = )4 proti alternativé H, : p # Y . , Kritické skére* pro
hladinu vyznamnosti & =0,05 je 39:61; hypotéza H, se proto na hladiné vyznamnosti « = 0,05
zamita. Nezamita se v§ak na hladiné vyznamnosti a =0,01.
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DalSsi tlohy.

— Toci se na ,,Cécku* pivo systematicky pod miru?

— Hraje Karel tenis 1épe nez Jan?

— Premiér Milo§ Zeman vyjadril v televiznim potradu ,,7 ¢ili Sedm dni* vysilaném dne 24. ledna 1999
presvédceni, Ze ,,vétSina truhlait v této zemi jsou nestranici®. M¢l pravdu?

—Dava jista laboratorni metoda stanovujici koncentraci urCité Skodlivé latky v pidé systematicky
mensi (¢ vétsi) hodnoty nez jind metoda?

Odhad parametru p binomického rozdéleni

Motivaéni uloha. Pfedpokladejme, Ze v disledku realizace jistého nahodného pokusu 5 dochazi
s pravdépodobnosti p, kde 0< p<1, k vyskytu jisttho nahodného jevu A. Ukolem je odhadnout

pravdépodobnost p .

ReSeni. Uvazme sérii n vzajemné nezavislych realizaci pokusu P a oznaéme X =k pocet téch rea-
lizaci, pfi nichz dojde k vyskytu jevu 4. Veli¢ina X ma rozdéleni Bi(n, p), odhadovat pravdépo-
dobnost p tedy znamena odhadovat nezndmy parametr p binomického rozdé€leni. Dle principu sta-
tistické stability se hodnota veli¢iny X/n=k/n vyjadifujici relativni etnost vyskytd jevu A v sérii
blizi s rostoucim poétem pokusti # k hodnoté parametru p . Je tedy pfirozené odhadovat parametr p
touto veliinou. Jde pritom o nestranny, konzistentni a maximalné vérohodny odhad. Cisla blizka po-
méru k/n pak predstavuji takové odhady parametru p, které sice nejsou maximalné vérohodné, jsou

v8ak ,,hodné“ v€rohodné. Interval I sestaveny z takovych hodné vérohodnych odhadti parametru p
vytvoii intervalovy odhad parametru p. Presna definice takového intervalu je nasledujici. Necht’
0<a<1.Polozme

I={p, <€ (0,1); hypotéza H, : p = p, se na hladiné vyznamnosti & nezamita}.



Takto definovany interval zfejmé obsahuje ¢islo k/n a pokryva hodnotu parametru p s pravdépodob-

nosti 1—a . Meze tohoto intervalu lze pfitom vyjadrit analyticky pomoci kritickych hodnot rozdéleni
beta.

Oznadeni. Symbolem B, (&) budeme oznaCovat kritickou hodnotu rozdéleni B, _, tj. takovou hod-

r,s?o

notu, ktera je veli¢inou s rozdélenim B, | piekrocena s pravdépodobnosti o .

Véta 1.

(1) Jestlize 0< X <n, pak interval (1 =B, xux (%), Byix (%)) pokryva hodnotu parametru p
s pravdépodobnosti 1—a .

(2) Jestlize X >0, pak interval (l—an xa1,x (@), 1) pokryva hodnotu parametru p s pravdepodob-
nosti 1—a .

(3) Jestlize X <n, pak interval (O, Byiax (0()) pokryva hodnotu parametru p s pravdépodobnosti
l-a.

Priklad 7. Necht p je pravdépodobnost, zZe pii hodu danou hraci kostkou padne Sestka. Pii dvaceti
hodech touto kostkou padla Sestka pravé devétkrat. Odhadnéte hodnotu parametru p .

Reseni. Maximalng vérohodnym odhadem parametru p je ¢islo 9/20 =0,45. Dale vime dle vysledku
piikladu 4, Ze hypotéza H,: p =Y se proti alternativé H,: p # ) zamitd na hladiné vyznamnosti
a=0,01, a tedy i na hladin¢ vyznamnosti o =0,05. Oboustranny 95% interval spolehlivosti pro pa-
rametr p tedy neobsahuje hodnotu 1/6 =0,167 . Dale lze napf. ukézat, Ze tento interval neobsahuje
hodnotu 0,8, nebot’ hypotéza H, : p=0,8 se na hladin€ vyznamnosti & =0,05 zamita proti alternativé
H,: p#0,8 (ovéite to!). Dolni mez oboustranného 95% intervalu spolehlivosti pro parametr p bude

tedy vétsi nez Cislo 0,16 a jeho horni mez mensi nez ¢islo 0,8. Dosazenim do vzorct ve vété 1 dosta-
neme, ze interval (0,231; 0,685) pokryva hodnotu nezndmého parametru p s pravdépodobnosti 0,95 a

podobn¢ interval (0,259; 1) pokryva hodnotu neznamého parametru p s pravdépodobnosti 0,95.

Asymptoticka verze testu o parametru p binomického rozdéleni

Piedpokladejme opét, ze v disledku realizace jistého nahodného pokusu P dochazi s pravdépo-
dobnosti p, kde 0< p <1, k vyskytu jist¢tho ndhodného jevu 4 a testujme hypotézu H,:p=p, o
parametru p . Tak jako diive uvazme sérii n vzajemné nezavislych realizaci pokusu P a oznaéme X
pocet téch realizaci, pii nichz dojde k vyskytu jevu A. Predpoklidejme pritom, Ze Cislo n je hodné
velike. Jestlize H,, je spravna hypotéza, pak X ~ Bi(n, p,), a tudiz dle Moivreovy-Laplaceovy véty
ma veli¢ina

X —np,

Nnpo(1=py)

pro n — oo asymptoticky rozdéleni N(0,1). Velicinu U Ize tedy povazovat za testovaci statistiku pro

hypotézu H,. Kritéria pro zamitnuti hypotézy H, jsou pritom nasledujict:
0 0
(1) Hypotéza H,: p = p, se zamita proti alternativé H,: p # p, , jestlize |{U| = u(%,).
Y 0 0 1 0 2

2) Hypoteza H,: p = p, se zamitd proti alternative H, : p > p,, jestlize U =2 u().
0 0 1 0

3) Hypotéza H,: p = p, se zamitd proti alternativé H, : p < p,, jestlize U < —u().
0 0 1 0

Hladiny vyznamnosti vSech téchto testii jsou asymptoticky rovna .



Priklad 8. Pfi sto dvaceti hodech hraci kostkou padla devétadvacetkrat Sestka. Testujme hypotézu, Ze
Sestka pada s pravdépodobnosti p, = % .

Reseni. Oznaéme p pravdépodobnost, s niz pada Sestka. Testujeme hypotézu H, : p = p, proti alter-
nativé H,:p # p,. Celkovy pocet hodti je n =120, ztoho bylo zaznamenadno X =29 Sestek. Tudiz
U=220. Jelikoz |U|=21,96=u(0,025), testovand hypotéza se zamitd na hlading vyznamnosti
a =0,05 . (Porovnejte tento vysledek s vysledkem ptikladu 1.)

Priklad 9. Je znamo, ze smrky po styku s jistym patogenem onemocni s pravdépodobnosti p, =0,2.
O urcitém ekotypu smrku se vSak tvrdi, Ze je odoIn¢jsi, a nasim cilem je ovéfit, zda tomu tak skutené
je. Bylo proto zcela nahodné vybrano sto stromti zkoumaného ekotypu, pfi¢emz se ukazalo, ze pii
styku s patogenem onemocnélo praveé ¢trnact z nich. Vznika otazka, zda 1ze na zaklad¢é provedeného
Setfeni usoudit, Ze zminény ekotyp je vyznamné odolné;jsi?

Reseni. Necht' p je pravdépodobnost, ze smrk pfinaleZejici zkoumanému ekotypu pii styku s patoge-
nem onemocni. Je tfeba testovat hypotézu H,:p=0,2 proti alternativé H,:p<0,2. Vyjde
|U | =1,5<1,645=u(0,05), coz znamen4, Ze hypotézu H, nelze zamitnout ani na hladin¢ vyznam-
nosti & =0,05. Nepodafilo se tedy na zakladé provedeného Setfeni prokazat, ze smrky zkoumaného
ekotypu jsou pfi styku s patogenem odolngjsi.

Asymptotickd verze znaménkového testu

Pro p, =} nabyva statistika U specialniho tvaru U = (2.X —n)/ n

Priklad 10. Pii sto hodech minci padl dvaaSedesatkrat lic. Testujme hypotézu, Ze rub i lic pada se
stejnou pravdépodobnosti.

Reseni. Oznaéme p pravdépodobnost, s niz pada lic. Testujeme hypotézu H, : p = Y, proti alternati-
vé H,:p#)Y. Celkovy poet hodi je n=100, ztoho bylo zaznamenano X =62 lici. Tudiz
U=2,40. Jelikoz |U | >1,96 =u(0,025), testovana hypotéza se zamita na hladin€¢ vyznamnosti
a =0,05. (Porovnejte tento vysledek s vysledkem ptikladu 6.)

Uloha 1.

a) Dvanact studentt lesnické fakulty zaslo do bufetu na pivo. Osmi z nich bylo nato¢eno pivo pod
miru, zbyvajicim ¢tyfem nad miru. Znamena to, Ze vycCepni na pivu systematicky Setii?

b) Reste tutéz Glohu na zékladé celomésiéniho prizkumu, kdy z 1250 piv bylo natoéeno 650 nad miru
a 600 pod miru.

Ptiblizny vzorec pro intervalovy odhad parametru p binomického rozdéleni

Predpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni Bi(n, p). VeliCina

X
() Xewp _ w ©
Jnp(1-p) \/p(l—p)
n

ma pak pro n — o asymptoticky rozdéleni N (0, 1). Lze ukazat, Ze tutéz vlastnost ma i veli¢ina



kterou obdrzime modifikaci veli¢iny (*) tak, ze parametr p ve vyrazu pod odmocninou nahradime
jeho konzistentnim odhadem X/n. To znamena, Ze pro velké hodnoty parametru n s pravdépodob-
nosti pfiblizn€ rovnou 1 -« plati:

Odtud pak vyvodime néasledujici zavér.

Véta 2.
(1) Interval

pokryva hodnotu parametru p s pravdépodobnosti priblizné rovnou 1—« .

(2) Interval (D, 1), kde

a rovnéz tak interval (0, H) , kde

pokryva hodnotu parametru p s pravdépodobnosti priblizné rovnou 1—« .

Disledek. Je-li ¢islo n hodné veliké, pak interval
X, 1

n n

pokryva hodnotu parametru p s pravdépodobnosti alespori 0,95.

Diikaz. Staci si uvédomit, ze kritickd hodnota #(0,025) je piiblizné rovna dvéma a Ze vyraz

o

nenabude nikdy hodnoty vétsi nez ¥, . o



Priklad 11. Oznacme p pravdépodobnost, s niz pii hodu danou hraci kostkou pada Sestka. Pfi sto
dvaceti hodech touto kostkou padla Sestka pravé tiicetkrat. Chceme odhadnout hodnotu parametru p .

Reseni. Celkovy poéet hodti je n =120, z toho bylo zaznamenano X =30 $estek. Bodovym odhadem
parametru p je tedy ¢islo 30/120 = 0,25, zatimco piiblizny 95% interval spolehlivosti pro tento para-

0.25+196. 225 (1-0.25)
120

Uloha 2. Kli¢ivost semen definujeme jako pravdépodobnost p, Ze semeno vykli¢i. Z nahodné vybra-
ného mnozstvi jednoho tisice semen jich vykli¢ilo osm set. Urcete 95% interval spolehlivosti pro kli-
civost.

Vysledek: 0,810,025

metr je

tj. 0,25+ 0,08 neboli (0,17;0,33).

Priklad 12. Oznacme p pravdépodobnost, s niz pfi hodu danou hraci kostkou pada Sestka. Provede-

me n hodu; pocet hodt, pii nichZ padne Sestka, ozna¢me X . Ptame se, jak veliky musi byt pocet
hodii 7, aby chyba odhadu parametru p veli¢inou X/n nepfevysila s pravdépodobnosti alespoit 95%
hodnotu 0,01°?

Reseni. Cislo n bude muset byt zajisté velmi veliké. V takovém piipadé ma veli¢ina

X
—=p
_n___
p(l1-p)
n

rozdéleni N(0, 1), coz znamena, ze s pravdépodobnosti o néco malo vétsi nez 0,95 je

X
—=p
_n |
p(l1-p)
n

Jelikoz vSak vyraz p(1— p) nenabude nikdy hodnoty vétsi nez ), je s alespont 95% pravdépodob-
nosti

X
— P
n

1
<—F.
Jn
Podminka tlohy je proto splnéna pokud 1/ Jn <001 (srovnej s disledkem za vétou 3). Odtud plyne,

ze n>10000.

Ptiklad 13 (pruzkum vefejného minéni). Z dvanacti set nahodné vybranych respondenti se jich tii
sta vyslovilo pro legalizaci marihuany. Ukolem je odhadnout se spolehlivosti 95% , jaka ¢ast dotazo-
vané populace si pieje legalizaci marihuany.

Reseni. Necht' p je pravdépodobnost, ze respondent ndhodné vybrany z dotazované populace je pro

legalizaci marihuany. Tato pravdépodobnost je zirejmé totoznd s relativni Cetnosti téch osob (v popu-
laci), kteti si legalizaci pieji. Oznaéme n =1200 pocet vSech respondentti a X pocet té€ch z nich, ktefi
jsou pro legalizaci. Pfedpokladejme, Ze pocet respondentii je relativné velmi maly vzhledem
k velikosti zkoumané populace a Ze respondenti byli vybrani zcela nahodné. Pak X ~ Bi(n, p), nebot
pii postupném vybirani respondenti zistava ve zbytku zkoumané populace relativni ¢etnost téch, ktefi
jsou pro legalizaci prakticky nezménéna. Na druhou stranu je pocet respondentt dost veliky na to, aby



bylo mozno rozdé€leni Bi(n, p) nahradit rozdélenim normalnim a pro odhad parametru p uzit asym-
ptotického vzorce

Dosazenim n=1200, X =300, a =0,05 obdrzime pro relativni ¢etnost osob, ktefi si pieji legalizaci,
odhad 0,250,025

Uloha 3 (odhad relativni &etnosti nemocnych stromi v porostu). Odhadnéte relativni Getnost ne-
mocnych stromtl v porostu na zakladé nahodného vybéru dvou set stromtl, jestlize v tomto vybéru bylo
zaznamenano pravé devadesat nemocnych stromd.

Vysledek: 0,45+0,07
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