Néktera specialni rozdéleni pouzivana pri FeSeni matematicko-statistickych aloh

Gama rozdéleni

Definice 1 (gama funkce). Pro vSechna realna ¢isla s >0 definujme funkci I'(s) ptredpisem

=

(%) I'(s)= J.x‘”exdx.
0
Lze ukazat, ze pro s>0 je integral (*) konvergentni (tj. existuje a je kone¢ny). Pro s <0 ma
tento integral hodnotu o .

Tvrzeni 1 (vlastnosti gama funkce).
(a) T()=1,

(b) T(4) =,

(o) T(s+1)=sI(s).

Diikaz. (a) Je

oo

r()= I edv=—|e [ =—(0-1)=1.
0

(b) Dle (*) je
(%)= Jxl/zexdx )
0
Pouzijeme-li substituci x = y2 / 2, dostaneme

M= [V2eay =2 [y 2 o=,
0 0 e
(c) Integrace per partes (u=x*,v =e*) dava

T(s+1)= Ix*‘e—xc]x =fxe ] +s Ixs—le—de =—(0-0)+sT(s)=sT(s). O

0 0

Dle vlastnosti (¢) z ptedchoziho tvrzeni k vyc¢isleni hodnot gama funkce staci znat hodnoty T'(s)
pro 0 < s <1. Naptiklad

I(5)=4-T(4)=4-3-T(3)=4-3-2.T(2)=4-3-2-1.T(1) = 4!,

p(ljzir(%:ii.r(ijziil.r(l}:iil.\/;
2) 2 \2)7 227 (2) 2227 2) 72722

Proto byvaji hodnoty T'(s) pro 0<s<1 tabelizovany. (Lze se pfitom omezit na tabelovani hodnot
['(s) pro 0<s <}, nebot pro 0<s<1 plati, Ze T'(s)[(1—s)=m/sinms a na zdklad& tohoto vzorce



Ize vyjadit hodnoty funkce gama pro s lezici mezi )4 a 1 pomoci jejich hodnot pro s lezici mezi
0a )5 .) Obecngji pro libovolné ptirozené &islo n plati:

(1) T(m)=(n-D,
2) F(n+lj=(n—lj(n—éjlﬁ
2 2 2 2

Definice 2 (gama rozdéleni). Z rovnosti (*) vyplyva, Ze predpisem

s=1_—x
f(x)=41(s)
0 pro x<0,

pro x>0,

kde s >0 je dany parametr, je definovana hustota rozdéleni pravdépodobnosti néjaké nahodné velici-
ny. Toto rozdéleni se nazyva gama rozdeleni s parametry s,1 a oznacuje se I'(s,1). Grafy hustot
rozdéleni I'(s,1) pro rizné hodnoty parametru s jsou na nasledujicim obrazku.
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Necht’ X je ndhodna veli¢ina s rozdélenim I'(s,1). Polozme Y = X/or, kde >0 je dané &islo.
Veli¢ina Y ma4 hustotu rozdéleni

s
o s—1 _—ox

f(x)=1{T(s)
0 pro x<0.

pro x>0,

Toto rozdéleni nazyvame gama rozdéleni s parametry s, a oznaCujeme je I'(s, o). Parametr s
urcuje ,,fvar' tohoto rozdéleni, tj. tvar funkce f(x), zatimco parametr & ma vyznam ,méritka™.
Skutecnost, ze ndhodna veli¢éina X ma rozdéleni I'(s, ) vyjadiujeme zapisem X ~I'(s, &).

Rozd¢leni F(%,%), kde n je pfirozené &islo, se nazyva y* rozdéleni (&ti chi-kvadrat rozdéleni)

s n stupni volnosti a zna&i se y- . Hustota rozdéleni y> je tedy dana piedpisem

: 1 xg—l
fu(x)=12°T(2)
0 pro x<0.

—x/2

e pro x>0,



Rozdéleni I'(n, @), kde n je ptirozené Cislo, se nazyva Erlangovo; jeho specialni ptipad I'(1, &)
je exponencidalni rozdéleni s parametrem ¢, které se zna¢i Exp(«) a ma hustotu definovanou ptedpi-
sem

oe™™ pro x>0,

f(x)=
0 pro x<0.

Zcela specialng pak T'(1, 1)~ 7 ~ Exp(L).

Tvrzeni 2. Necht [ je kladné redlné cislo.

(a) Jestlize X ~T(s, ), pak X ~T(s,ct/ B).

(b) Jestlize X ~ Exp(a), pak BX ~ Exp(¢/ ).

Diikaz. Necht' X veli¢ina s rozdélenim I'(s, ) a f(x) je hustota tohoto rozdéleni. Budiz S kladné

realné Cislo. Hustota g(x) veli¢iny AX je pak dana predpisem

(o) B)’ (el B)x
g =% f(/B={ T(s)

0 pro x<0.

pro x>0,

To ale znamend, ze X ~T(s, /), ¢imZ je dokdzano tvrzeni (a). Tvrzeni (b) je specialnim piipadem
tvrzeni (a). O

Tvrzeni 3. Necht X je nahodna velicina s rozdélenim T'(s, «). Pak

s—1
o

, E(X):% a D(X)=—

0(2

=

Diikaz. Je-li f(x) hustota rozdéleni I'(s, &), pak pro libovolné £ =0,1,2,... je

B =[x rar=E faemg - T2 TEEY

I'(s) TT(s) o ')
—oo 0
Specialn¢
N s(s+1
E(X)==—, E(X*)= ( . ),
o o
atedy

D(X):E(Xz)—Ez(X):%.

Dale pro x >0 je

aS _ §s=2 _—ox s=1_-—ax :a_s
Ts) [(S Dx*"“e o’ e ] TGs)

¥ e (s—1-ox).

f(x)=
Funkce f(x) tudiz nabyva svého maxima v bodé x=(s—1)/. O

Dusledek.
(a) Necht X ~ y?.Pak x=n—-2, E(X)=n, D(X)=2n.
(b) Necht’ X ~ Exp(er). Pak £=0, E(X)=1/a, D(X)=1/a .



Konvoluci dvou (¢i vice) gama rozdéleni s tymz meétitkem je opét gama rozdéleni a konvoluci
dvou (& vice) g’ rozdéleni je opét y* rozd&leni. Pon&kud presn&jsi vyjadieni této skuteénosti je
obsahem nasledujici véty:

Vétal. Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny, pricemz X ~T'(s;,a) a Y ~I(s,, ). Pak
X+Y ~T(s; +s,,0).

Specialné, jestlize X,, X,,..., X, jsou vzdjemné nezavislé nahodné veliciny s rozdélenim Exp(c),

pak velicina X = X, + X, +...+ X, md rozdéleni I'(n, @) .

Dusledkem véty 1 je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni4. Necht X a Y jsou nezavislé ndhodné veliciny, pricem? X ~y. a Y ~y.. Pak

X+Y~gmen-
Jadrem aplikovatelnosti rozd&leni y* pii feSeni matematicko-statistickych tiloh je nasledujici véta.

Véta 2. Necht X, X,,..., X, jsouvzdjemné nezavislé nahodné veliciny s rozdélenim N(0,1). Pak
XP+X5+. +X:~xl.

Diikaz. Stadi ukazat, Ze druha mocnina veli¢iny s rozdélenim N(0,1) ma rozd&leni y; a poté pouzit
tvrzeni 4. NuZe necht’ ¥ = X2, kde X ~ N(0, 1) . Oznaéme po fadé g(x) a G(x) hustotu a distribuéni
funkci veli¢iny Y, pro hustotu a distribucni funkci rozdéleni N(0,1) zvolme standardni oznaceni
@(x) a ®(x). Veli¢ina Y nabyvé pouze nezdpornych hodnot, pfi¢emz pro x >0 je

G(x)=P(Y <x)=P(X*<x)=P(-Jx < X <v/x)=20(x)-1.
Tudi?

’

80 = G'(1) =20 W} (%) =29} 2o =

To ale znamen4, Ze funkce g(x) je totozna s hustotou rozdéleni y; , coz bylo dokézat. o

V22

Za pouziti centralni limitni véty lehce vyvodime z véty 2 nésledujici disledek.

Tvrzeni 5. Pro n— oo se rozdéleni y' asymptoticky blizi k rozdéleni normalnimu. To znamend, Ze

pro velké n lze rozdéleni x> nahradit pri vypoctech rozdélenim normdlnim, konkrété rozdélenim
N(n,2n).

Beta rozdéleni

Definice 3 (beta funkce). Pro vSechna realna Cisla », s >0 definujme funkci B(r, s) predpisem

1

(%) B(r,s)= J.x”(l—x)sldx.

0

Lze ukazat, Ze integral (**) je konvergentni prave tehdy, kdyz obé Cisla 7, s jsou kladna.



Tvrzeni 6. Pro libovolna dvé kladna cisla r, s plati

B(rs)= I'(r)-T(s)
’ C(r+s)

Diikaz. Nejprve odvodime jisté alternativni vyjadieni pro gama a beta funkci. Substituci x = y* ve
formuli (*), dostaneme, ze

o

I'(s)=2 J.yz‘”ey2 dy.
0
Substituci x = cos” ¢ ve formuli (**) pak dosp&jeme k vyjadieni
/2
B(r,s)=2 J-cosz’1 p-sin*"pde.
0

Nyni jiz mGzeme pfistoupit k vlastnimu dikazu. Je

= oo

I(r)=2 Ixz’lexzdx a I(s)=2 J.yz‘”eyzdy.

Vynasobenim téchto rovnic a pouzitim Fubiniovy véty o integraci funkce dvou proménnych dostane-
me

I(r)-T(s)=4 J-xzr_lyzs_le_(xzwz)dxdy ,
M
kde M ={(x,y); x>0 & y>0}. Zavedenim polarnich soufadnic, tj. substituci

X=pcos@, y=psing
dale dostaneme

I(r)-T(s) =4 I (P cos™™ @) (p>sin> " p)- ™ p dpdo,

N
kde N = {( pP,0);p>0 & O<p< g} . Opétovnym pouzitim Fubiniovy véty pak kone¢né mame

/2

I'(r)-T(s)=2 I PP dp .2 I cos” ' @-sin* ' o de =T(r+s)-B(r,s),
0

0

coz bylo dokazat. O

Poznamka. Pro nezipornd celé ¢isla r, s je

rl-s!

B(V+1,S+1)=m.

Definice 4 (beta rozdéleni). Z rovnosti (*#*) vyplyva, Ze predpisem
1

f(x)= B(7, s)

0 pro x¢& (0,1),

x'(1=-x)*"" pro 0<x<I1,



kde >0, s>0 jsou dané parametry, je definovana hustota rozdéleni pravdépodobnosti n¢jaké na-
hodné¢ veliCiny. Toto rozd€leni se nazyva beta rozdéleni s parametry r,s a znacise B, .

(Nakreslete si, jaky tvar ma hustota beta rozdé€leni pii riiznych hodnotach parametrti », s . Special-
né se zaméite na hodnoty r, s€ {}4, 1, 2, 3}. Jde celkem o $estnact obrazki.)

t rozdéleni

Definice 5. Rekneme, Ze spojitd nahodné velid¢ina X ma ¢ rozdéleni o n stupnich volnosti, jestlize

2

5\ (D)2
f,,(x)=—(1+x—J .
r(’;j N\

Toto rozdéleni budeme oznacovat ¢, a skutecnost, Ze nahodné veli¢ina X ma rozdéleni ¢, budeme
vyjadfovat zapisem X ~ ¢, . Star§i ndzev pro ¢ rozdé€leni je Studentovo rozd€leni. Specialné je

11

T o1+x*’

fi(x)=
coz znamend, ze rozdéleni ¢, je totozné s Cauchyovym rozdélenim (s parametry a =0, b=1).

Tvrzeni 7. Necht X ~t,.
(a) Jestlize n>1, pak E(X)=0.
(b) Jestlize n>2, pak D(X)=n/(n-2).

Pouziti ¢ rozdé€leni v matematicke statistice se zpravidla opira o nasledujici vétu:

Véta 3. Necht X je ndhodna velicina s rozdélenim N(0,1) a Y je nahodna velicina nezavisla

na X a majici rozdéleni y* . Pak
X
~t

N¥n "

Spojeni véty 3 a tvrzeni 5 vede k nasledujicimu dasledku.

Tvrzeni 8. Pro n— oo se rozdéleni t, asymptoticky blizi k rozdéleni N(0,1). To znamend, Ze pro

velké n lze rozdeleni t, nahradit pri vypoctech rozdelenim N(0,1).

F rozdéleni

Definice 6. Rekneme, Ze spojita nahodné veli¢ina X méa F rozdéleni o m a n stupnich volnosti, jest-
lize m4 hustotu
m+n
2

mi2 —(m+n)/2
fm,n(x):ﬁ(ﬂj XZI(1+E.XJ .
s




Toto rozd€leni budeme oznacovat F_ = a skuteCnost, Ze nadhodna veli¢ina X ma rozdéleni F, = bu-

myn m,n

deme vyjadiovat zapisem X ~ F,

myn*

Star$i nazev pro F' rozdéleni je Fisherovo-Snedecorovo rozdéle-

ni.
Aplikace F' rozdéleni pii feseni uloh z matematické statistiky jsou zaloZeny na nasledujici véte.

Vétad. Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny, pricem? X ~ y2 a Y ~ y>. Pak
X/m
Y/l’l m,n *

Predmét matematické statistiky

Metody teorie pravdépodobnosti slouzi k vypoctu pravdépodobnosti ndhodnych jevl, specialné
pak k hledani rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in a ur€ovani charakteristik téchto rozdé¢le-
ni. Pfi feSeni pravdépodobnostnich uloh vychazime vzdy z urCitych znamych skutecnosti ¢i apriornich
predpokladll o okolnostech, za nichz nastavaji zkoumané nahodné jevy a z téchto predpokladd pak
vyvozujeme zavery o pravdépodobnostech jevll a o rozdéleni veli€in, jejichz hodnoty jsou pii pozoro-
vani téchto jevll zaznamenavany. To znamend, Ze metody teorie pravdépodobnosti jsou deduktivni
(umoziuji totiz urcit, s jakou pravdépodobnosti dojde v disledku jistych piicin k tém ¢i oném nasled-
ktim).

Na druhou stranu metody matematické statistiky jsou ve své podstate induktivni. Jejich prostred-
nictvim totiz z vysledkd pozorovani ndhodnych jevii a zhodnot nahodnych veli¢in, které byly pii
téchto pozorovanich zaznamenany, usuzujeme na pficiny, v jejichz disledku zkoumané jevy nastaly.
Prestoze vSak je zpiisob statistického usuzovani povahy induktivni, 1ze matematickou statistiku pova-
zovat za exaktni védeckou disciplinu. Je tomu tak proto, Ze zavery, k nimz pii zpracovani dat pomoci
matematicko-statistickych metod dochazime, jsou zalozeny pravé na vysledcich exaktné vybudované
teorie pravdépodobnosti. Tyto zavéry vSak nejsou nikdy absolutni; vzdy jsou pon¢kud neptesné a jen
do jisté miry spolehlivé, mira jejich nepiesnosti a nespolehlivosti byva ovSem znama.

PopiSme nyni formalné obecné schéma matematicko-statistické metody. Dejme tomu, Ze na jed-
notkach (resp. jedincich) vybranych z jisté populace méfime hodnoty n&jaké nahodné veli¢iny X
podléhajici ur¢itému zédkonu rozdéleni £ charakterizujicimu vySetfovanou populaci. Tento zakon
rozdéleni pfitom bud’ vitbec nezname, nebo jej zndme pouze Castecné (zname napiiklad typ rozdéleni,
nikoliv v8ak jeho parametry). Nasim cilem je ziskat o rozdéleni & prostiednictvim méteni hodnot
veli¢iny X néjaké nové informace.

Statistické jednotky, na nichz budeme hodnoty ndhodné veli¢iny X me¢fit, musime pfitom vybrat
z vySetfované populace nezaujaté, tj. zcela nahodné, nebot’ jinak by ziskané informace nebyly objek-
tivni, tj. nebyly by charakteristické pro celou populaci. Zmétime-li pfitom n jednotek, obdrzime ve
skutecnosti posloupnost hodnot ne jedné, nybrz » nahodnych veli¢in X, X,,..., X, . VSechny tyto
veli¢iny maji vSak stejné rozdéleni pravdépodobnosti £, nebot’ pfedpokladame, Zze méfeni jsou pro-
vadéna uvnitf jedné a té samé populace a za stale stejnych podminek. Skutecnost, ze jednotky, na
nichz jsou méfeni provadéna, jsou vybrany zcela nahodné, pfitom znamend, Ze veliCiny
X, X,,..., X, jsou vzajemné nezavislé. V této souvislosti zavadime nasledujici definici.

Definice 7. Posloupnost X, X,,..., X, vzdjemné nezavislych ndhodnych veli¢in s tymZ rozdé€lenim
pravdépodobnosti & se nazyva (nahodny) vybér z rozdéleni £ .

Zamétime se dale na pouze na dva okruhy matematicko-statistickych metod, a to na metody odha-
du neznamych parametrii a statistické testovani hypotéz. Specialni skupinou metod vyvinutych pro
statistické testovani hypotéz jsou metody parametrické, slouzici k testovani hypotéz o neznamych



parametrech pravdépodobnostnich rozdé€leni; ostatni metody testovani hypotéz se nazyvaji neparamet-
rické. Diive nez pristoupime k vlastnimu studiu matematicko-statistickych metod, uvedeme nékolik
ilustra¢nich prikladu.

Priklad 1 (kli¢ivost semen). Kli¢ivost daného druhu semen definujeme jako pravdépodobnost p, Ze
semeno vyklici. Chceme-li tuto pravdépodobnost odhadnout, vybereme zcela ndhodn€ n semen a
zaznamename, kterd semena vykli¢i a kterd nikoliv. Takovy zdznam lze pofidit tak, Zze vySetiime po-
stupné vSechna vybranad semena a v piipadé, Ze semeno vykli¢ilo, napiSeme na papir jednicku,
v opac¢ném pripadé pak nulu. Obdrzime posloupnost X, X,,..., X, sloZenou z jednic¢ek a nul, pfi-
¢emz libovolny prvek této posloupnosti je nahodnou veli¢inou s alternativnim rozdélenim
s parametrem p . Veli¢iny X, X,,..., X, jsou pfitom vzajemn¢ nezavislé, nebot’ semena byla vybra-
na zcela ndhodné. Posloupnost X, X,,..., X, je tedy ndhodnym vybérem z alternativniho rozdéleni
s parametrem p . To znamend, Ze odhadujeme-li kli¢ivost semen, odhadujeme ve skute¢nosti parametr
p alternativniho rozdéleni, a to na zékladé¢ nahodného vybéru z tohoto rozdéleni. Pfitom intuitivné
citime, ze veskera informace o parametru p je obsaZena v udaji o poctu vykli¢enych semen, tedy
v hodnot¢ veli¢iny

X=X +X,+..+X,.

Jelikoz vSak veli¢ina X ma binomické rozdé€leni s parametry n, p, lze na odhad kli¢ivosti pohlizet
téZ jako na odhad parametru p binomického rozdé€leni.

Priklad 2 (hmotnost minci). Pfi vyrobé minci je stanovena hmotnost mince pét gramil. Je podezieni,
Ze na materialu se systematicky Setfi. Cilem je toto podezieni prokazat ¢i vyvratit.

Je zfejmé, Ze neni jiné moznosti, jak ohledn¢ vznesen¢ho podezieni ziskat néjakou objektivni in-
formaci, nez vybrat nahodné urcity pocet minci a ty zvazit. Oznaéme n pocet vybranych minci a
X,,X,,..., X, jejich hmotnosti. Pfedpoklddejme, Ze zafizeni na vyrobu minci je sefizeno tak, aby
sttedni hmotnost mince byla g grami. Pti vyrobé vSak dochazi k ndhodné chybé, a proto skutecna

hmotnost mince se od stfedni hmotnosti zpravidla o trochu lisi. Je pfitom rozumné piedpokladat, ze
odchylka e; hmotnosti i - té mince od stfedni hmotnosti u je €isté€ ndhodné povahy, coz znamena, Ze

e; ~N(0, 62) ,
kde o >0 je parametr vyjadfujici pfesnost vyrobni technologie. Jelikoz v§ak X, =y +e;, je
X, ~N(u,0%).

Jinak feceno, hmotnosti X, X,,..., X, vybranych minci pfedstavuji ndhodny vybér zrozdéleni

N(u, c?) . Skute¢nost, Ze se mince vyrabdji systematicky lehéi pfitom znamena, 7e 1 <5. Abychom
mohli kvalifikované posoudit, zda tomu tak je ¢i nikoliv, musime ze zaznamenanych hodnot veli¢in
X, X,,..., X, vytézit pokud mozno maximum informace o parametru . Lze pfitom ukazat, ze
v ptipad¢é vybéru z normalniho rozdéleni, je veskera informace o parametru g obsazena ve vybéro-
vém prumeru
X+ X, +...+X,

" .

X=

Veli¢ina X slouZi jako odhad parametru u rozdéleni N(u,oc”). K posouzeni otazky, zda se mince
vyrabéji systematicky leh¢i, je pfitom nutné védét, jak je tento odhad presny.

Je v8ak mozZno postupovat téz tak, ze budeme disledné respektovat pravidlo presumpce neviny a
predpokladat, ze mince se nevyrabéji systematicky lehéi, tj. ze 14 =5. (Moznost, Ze se mince vyrabé&ji
systematicky t€z8i a priori vyluCujeme.) Takovy predpoklad je nasSi pracovni hypotézou, kterou po-
sléze konfrontujeme s experimentalnimi daty, tj. se zaznamenanymi hmotnostmi X, X,,..., X, vy-



branych minci. Je-li primérnd hmotnost vybranych minci je ,,vyznamné* mensi nez pét grami, pak
nasi hypotézu zamitneme. Kritérium, které stanovi, pii jak velkém rozdilu mezi primérnou hmotnosti
vybranych minci a stanovenou hmotnosti péti grami budeme hypotézu zamitat, je nutné objektivné
stanovit jeSt¢ pfedtim nez zaCneme realizovat vlastni experiment, a to tak, aby pravdépodobnost, Ze
zamitneme spravnou hypotézu, tj. ze obvinime obsluhu vyrobni linky ze systematického Setfeni mate-
ridlem, prestoze na materidlu se ve skutecnosti systematicky neSetii, byla hodn¢ mala. Na zakladé
tohoto stanoveného kritéria hypotézu bud’ zamitneme nebo nezamitneme; takovy postup se pfitom
nazyva testem hypotézy. V naSem piipadé¢ jde o test parametricky, konkrétné o test hypotézy o para-
metru 4 (tj. o stfedni hodnot¢) normalniho rozdéleni.

Ptiklad 3 (vySka hladiny piva v pillitru). Existuje podezieni, Ze v jisté restauraci se systematicky
toci pivo pod miru. Cilem je toto podezieni prokazat ¢i vyvratit.

Jde o analogicky ukol jako v ptikladu 2 s tim rozdilem, Ze nam neni dovoleno presné zmétit vzda-
lenost hladiny piva od rysky. Mizeme pouze decentné zaznamenat, zda pivo bylo natoceno pod miru
¢i nad miru. Necht' p je pravdépodobnost, Ze pivo je natoceno pod miru a n je pocet piv, ktera byla
béhem naseho Setfeni prozkoumana. Testujeme hypotézu, ze p =1/2. Veskera informace o spravnosti
¢1 nespravnosti této hypotézy je nyni obsazena v tdaji o poctu piv natoCenych pod miru; oznacme
tento pocet X . Veli¢ina X ma rozdeleni Bi(n, p), testujeme tudiz hypotézu o parametru p bino-
mického rozdéleni.

Zakladni pojmy teorie odhadu

Necht' X, X,,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni & zavislého na n&jakém parametru 6 . Pied-
pokladejme pfitom, Ze hodnota parametru € neni znama. Déle necht' g(x,, x,,..., x,) je funkce n
proménnych, jejiz hodnoty na parametru 6 nezavisi. Veli¢inu 7 =g(X,, X,,..., X, ) nazyvame (bo-
dovym) odhadem parametru 6. Chceme-li obdrzet dobry odhad parametru 6, musime dobie zvolit
funkci g.

Tak naptiklad, jestlize X, X,,..., X, je vybér zrozdéleni N(u,c?), pak veli¢ina

X+ X, +...+ X,
n

X =

se jevi byt dobrym odhadem parametru g . Funkce g je v tomto pfipade definovana predpisem

X, +x,+...+Xx
g(x), Xy, .00, X,) = =2 ..
n

Podobné od veli¢iny

(X=X (X - X) 4+ (X, - X))
n

S2

Ize o&ekavat, ze bude dobrym odhadem parametru o> .
Existuji pritom rizna kritéria jak posoudit, zda je n&jaky (bodovy) odhad neznamého parametru
odhadem dobrym. Zformulujme tato kritéria.

Definice 8. Rekneme, Ze T je nestranny (nevychyleny) odhad parametru 6, jestlize E(T)=86.

Je-li tedy odhad T nestranny, pak pfi odhadovani parametru 6 veli¢inou 7 nedochazi k systema-
tickému podhodnocovani ani nadhodnocovani.



V piipadé, ze jsme schopni pofidit si libovolné veliky nahodny vybér ze zkoumaného rozdele-
ni £, je dulezité védét, zda s rostouci velikosti vybéru se odhad 7' v n&jakém smyslu blizi k hodnoté
odhadovaného parametru 6 . Takovy odhad se nazyva konzistentni. Pfesna definice je nasledujici.

Definice 9. Necht' X,, X,,... je ndhodny vybér z rozdéleni £ (zavislého na parametru ). Pro kaz-
dé n necht je definovan odhad T, =g, (X,, X,,..., X,) parametru 8. Rekneme, Ze tento odhad je
konzistentni, jestlize

Tn "2 9
podle pravdépodobnosti. To znamena, ze pro libovolné kladné Cislo &

(%) P(T,-60|>¢) —/—=— 0.

Vztah (*) lze rozepsat takto: Pro libovolné kladné Cislo & a pro libovolné Cislo ¢, O0<a <1,
existuje pfirozené Cislo n, takové, ze pro n =n, je

P(T,-6|>¢) <«
¢ili
(%) P(T,-6|<e)=PO-e<T,<0+&)21-«.

To znamend, Ze je-li ¢islo n dostatecné veliké, pak chyba |7, —6| odhadu nezndmého parametru 6
veli¢inou 7, =g,(X,, X,,..., X,) je s pravdépodobnosti alespoii 1—a mensi nez libovolna prede-

psand mez €.
Vztah (#%) lze zapsat téZ takto:

P(T,-e<0<T,+&)21-c.

Slovné vyjadieno: Interval (7, —¢&,T, +¢€) pokryva hodnotu nezndmého parametru 6 s pravdépodob-
nosti alespoit 1—¢ . Takovy interval nazyvame intervalovym odhadem parametru 6. Cislo & vyjad-
fuje presnost a ¢islo & spolehlivost odhadu. Hodné spolehlivy odhad pfitom nemtize byt piili§ presny
a naopak hodné presny odhad nemiize byt prili§ spolehlivy.

Kazdy interval [=1I1(X,,X,,....,X,), ktery pokryvd hodnotu neznidmého parametru &
s pravdépodobnosti 1—a se nazyva konfidencnim intervalem (neboli intervalem spolehlivosti) pro
parametr 0 s koeficientem spolehlivosti o . Pouzivan je téz nazev (1—a)-100% interval spolehlivos-
ti.

Konzistence odhadii se zpravidla ovéiuje pomoci nasledujici véty.

Véta 5. Jestlize

(1 E(T,) ——> 6
a
2 D(T,) ——— 0,

pak T, je konzistentnim odhadem parametru 6.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze 7, jsou spojité ndhodné veliciny s hustotou rozdéleni f,(x).
Pak pro libovolné kladné ¢islo € plati:

6-¢ oo
P(T,-6|>¢€)=P(T,<0—€)+P(T, >0 +¢)= Ifn(x)dx+ Ifn(x)dx=an(x)dx,

O+¢

kde M =(~o0,0 —£)U(O+&, ) .
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Pro xe M je |x—6|>¢,t. (x—6) >¢&,atedy € (x—0)" f,(x) 2 f,(x). Odtud plyne, 7e

P(T, -6 >¢)= Ifn(X)deSZ J.(x—é’)zﬁ,(X)dx=€2 J-[x—E(T,,)+E(T,,)—9]2f,,(X)dx

—oco —oo

=

— e j[x—E(Tn)]zfn(x)dxw[E(T,,)—0] j[x—E(T,,)]fn(x)dx+[E(T,,)—e]2 £, (xr)dx

—oo

=) +[E(T,) -0} —== 0.
Jsou-li veli¢iny 7, diskrétni, provede se ditkaz obdobné. o

Necht’ nyni X, X,,..., X, je ndhodny vybér zrozdéleni £ se stiedni hodnotou u a rozpty-

lem 0. Nahodna veli¢ina

se nazyva vybérovy priimér a veli¢ina

S2=S/f—1: Z(X,'_)?)z

se nazyva vybérovy rozptyl. Ukazeme, Ze za velmi obecnych piedpokladii je vybérovy primér ne-
strannym a konzistentnim odhadem parametru 4 a vyberovy rozptyl je nestrannym odhadem paramet-

ru o . K tomu, abychom to nahlédli sta&i spojit predchozi vétu s nasledujicim tvrzenim.

Tvrzeni 8. Necht X,,X,,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni ¥ majiciho konecnou stredni hod-
notu i a konecny rozptyl 6*. Pak platt:
(@) E(X)=u,

2

(b) D(X)=2—,
n

(c) E(S*)=0* pro n>2.

Diikaz. (a) E()_()zE[lZXl}zlE( Xij:l-ZE(X[ :ﬂzﬂ.
ni- n i=1 n - n
- 1< 1 " 1 & no’ o
(b) D(X)=D| =¥ X, |=—-D| Y X, |=—5 2. D(X,)=—=—.
n - n i=1 ni= n n
(c) Je

E{i()(i —)?)2} = E{i)(f —n)_(z} = iE(Xf)—nE()_(z)
i=1

i=1 i=1

= i[D(X,-)+EZ(XZ-)]—H[D()7)+Ez()_()]=H(G2 +ﬂ2)—n(0—2+#2j=(n—1)62 ;
i=1 n

tudiz
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2N _ 1 < ™2 | 1 c Y\ |=
E(S)—E[n_ll;()(i X)}—n_ E{E(Xi X)}

coz bylo dokazat. O

Poznamka. Oznacime-li

pak

To ale znamena, ze S ,f neni nestrannym odhadem parametru o?, nebot

)

Veli¢ina S je tedy vzdy podhodnocenym odhadem parametru ¢, toto podhodnoceni pfitom ztraci

2)="

E(S?) =E("

na vyznamu pro n — o . Jinak fe¢eno veli¢ina S> je asymptoticky nestrannym odhadem paramet-

ru o . Poznamenejme jest, Ze vyb&rovy rozptyl neni obecné konzistentnim odhadem parametru ¢ .

ktery neni prili§ cviceny v abstraktnim mysleni mozna udela 1épe, kdyz jej preskoci a bude pokracovat
ve Cteni az zavereCnym oddilem o principu statistického testovani hypotéz.

Necht' X, X,,... je ndhodny vybér z rozdéleni £ (zavislého na parametru 6 ) a pro kazdé n je
definovan odhad 7, =g,(X,, X,,..., X,) parametru @. Je-li tento odhad konzistentni, pak chyba,
které se pfi odhadovani parametru 8 veli¢inou 7, dopoustime je pro n — oo s velikou pravdépodob-
nosti hodn¢ mala. Je pfirozené se ptitom ptat, jak je tato chyba velikéd pti daném poctu mefeni n a jak
rychla je konvergence odhadu 7, k parametru 6. Ukazuje se, Ze za velmi obecnych predpokladii o

rozdéleni £ je tato konvergence v priméru nejrychlej$i mozna pro tzv. maximalné vérohodné odhady
parametru 6. Témto odhadiim se proto dava v moderni statistice zpravidla piednost pfed vSemi ostat-
nimi odhady a je velmi dilezit¢ umét takové odhady zkonstruovat. Podame nyni definici maximalné
vérohodného odhadu a doplnime ji podrobnym navodem k pouziti a nékolika ptiklady.

Definice 10. Necht X, X,,..., X, je ndhodny vybér z n¢jakého diskrétniho rozdéleni pravdépodob-
nosti zavislého na parametru 8 a 7 =g(X,,X,,...,X,) je odhad tohoto parametru. Déle necht
Xy, X,,..., X, je soubor konkrétnich ¢isel pfedstavujici experimentilné zaznamenané hodnoty veli¢in
X,,X,,...,X,. Pravdépodobnost, ze vysledkem provedenych pozorovani bude soubor hodnot
Xyy Xy,..., X, veli€in X, X,,..., X, , zavisi na hodnoté parametru 6. Odhad 7" nazyvame maximdalné
vérohodnym odhadem parametru 8, jestlize je tato pravdépodobnost maximalni pravé tehdy, kdyz za
6 dosadime hodnotu g(x,, x,,..., x,) tohoto odhadu; tuto hodnotu pak zpravidla znac¢ime 6.

Je-li X, X,,..., X, ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni pravdépodobnosti zavislého na para-
metru @, definuje se maximéaln¢ vérohodny odhad T =g(X,, X,,...,X,) parametru 6 obdobné
s tim rozdilem, Ze je pozadovano, aby dosazeni hodnoty g(x,, x,,...,x,) za parametr & maximalizo-
valo nikoliv pravdépodobnost, Ze vysledkem pozorovani bude soubor hodnot x,, x,,..., x, (taje totiz
v tomto ptipadé nulova), nybrz hustotu této pravdépodobnosti.

12



Dftive nez vyslovime vétu vystihujici skute¢nost, Ze maximalné vérohodné odhady jsou v jistém
smyslu nejlepsi mozné, zavedeme pojem eficientniho neboli vydatného odhadu.

Definice 11. Rekneme, Ze nestranny odhad 7 parametru @ je eficientni (vydatny), jestlize stfedni
kvadraticka chyba E(T —8)* tohoto odhadu je pro nestranné odhady parametru € nejmensi mozna.
Je-li tedy odhad T eficientni, dopoustime se pii jeho pouziti v priméru nejmensi mozné chyby.

Véta 6. Maximalné vérohodné odhady jsou za velmi obecnych predpokladu eficientni (a navic nor-
malné rozdélené), pokud n — oo . Rikame tez, Ze tyto odhady jsou asymptoticky eficientni.

Hledani maximalné vérohodnych odhadii spociva v hledani kotenti tzv. vérohodnostnich rovnic,
které dale popiSeme. Dejme tomu, ze X, X,,..., X, je ndhodny vybér z n&jakého diskrétniho rozdé-
leni £ zavislého na parametru 6. Necht’ x,, x,,..., x, je libovolna »n-tice ¢isel. Ptame se, pro jakou
hodnotu parametru 6 je pravdépodobnost, sniz veli¢iny X,,X,,...,X, nabyvaji hodnot

n

XyyXy,...,X,, maximalni. Tato pravdépodobnost je funkci L(x,x,,...,x,,60) proménnych
Xy5 Xy, ..., X, , 0 ; pfi zndmych zaznamenanych hodnotach x,, x,, ..., x, a nezndmé hodnoté parametru
6 jde pak o funkci jediné proménné 6. Takova funkce se nazyva verohodnostni funkce. Formalng
zapsano

L(X), Xy, x,,0)=P[(X, =x) & (X, =x,) & ... & (X, =x,)]

=P(X,=x)-P(X; =x;)-...- P(X, =x,),

nebot’ veli¢iny X, X,,..., X, jsou vzidjemné nezavislé. Hodnotou maximalné vérohodného odhadu
parametru @ je takové Cislo 0, pro které nabyva funkce L(x,, x,,..., x,,6) vproménné 6 pii pevné
zadanych hodnotach proménnych x,,x,,...,x, svého maxima. Hleddme-li tento odhad v n&jakém
otevieném intervalu J a piedpokladame-li, ze funkce L(x,, x,,...,x,,6) ma vintervalu J derivaci,
je &islo @ feSenim rovnice

oL(x,, x5,...,X,,0)

206

V praxi se obvykle postupuje tak, Ze namisto hodnoty proménné 8, pro niz nabyvd maxima funkce
L(x,,x,,...,x,,0) hleddme takovou hodnotu této proménné, pro niz nabyvd maxima funkce

(*) =0.

InL(x,, x,,...,x,,8). (Vzhledem k tomu, Ze funkce logaritmus je rostouci, jde ziejmé¢ o ulohy ekvi-

valentni.) Hleddme tedy kofen rovnice

olnL(x,, x,,...,x,,0)
00

Rovnice (%) je tzv. vérohodnostni rovnice. Rovnice (*) se nahrazuje rovnici () proto, ze funkce

InL(x,, x,,...,x,,0) ma zpravidla vyrazn¢ jednodu$si analytické vyjadieni oproti funkci

L(x,, x,,...,x,,0). Konkrétng

L(xy,%x5,...,x,,0)=P(X,=x))-P(X,=x,)-...- P(X, =x,)

(%) =0.

=p(x,,0)-p(x,,0)-...- p(x,,0),
kde p(x,8) pravdépodobnost, s niz ndhodna veli¢ina s rozdélenim & nabyva hodnoty x . Tudiz
InL(x,,x,,...,x,,0)=Inp(x,,0)+1Inp(x,,0)+...+Inp(x,, )

a vérohodnostni rovnice ma tvar
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* 3ln p(x,,6) _

)

i1 00

0.

Je-li £ spojité rozdéleni pravdépodobnosti s hustotou f(x, 8), lze psat

Pl(X, =x) & (X, =x)) & ... & (X, =x,)]
=P(X,=x) P(X;=x) ... P(X, =x,)

= £(x,,0) f(x,0)-...- f(x,,0)dx,dx, ...dx, .

K ur¢eni maximalné vérohodného odhadu parametru @ je tedy tfeba maximalizovat verohodnostni
funkci

L(xy, %55..%,,0) = f(x1,0) f(x,,0)-...- f(x,,0).
Odpovidajici vérohodnostni rovnice je

L oln f(x;,6)
2—80 =0.

i=1

Poznamenejme nakonec, Ze oznaceni L pro vérohodnostni funkci pochazi z anglického terminu
Hlikelihood”, coz je v podstaté ekvivalent pojmu pravdépodobnost, v ¢eské matematicko-statistické
literatufe se vSak preklada jako vérohodnost. RozliSeni terminti pravdépodobnost a vérohodnost je
podstatné. O maximalné vérohodném odhadu neznamého parametru 6 nelze mluvit jako o odhadu
maximalné pravdépodobném, nebot’ tento parametr neni nahodnou veli¢inou, nybrz konstantou (byt’
neznamou.) Pravdépodobnost je v tomto kontextu vztazena k experimentalné zaznamenanym hodno-
tdm x,, x,,..., x, veli¢in X, X,,..., X, , které¢ hodnotu parametru 8 reflektuji.

Ptiklad 1 (odhad parametru p alternativniho a binomického rozdéleni). Pfipomenime, Ze kli¢ivost
semen je definovana jako pravdépodobnost p, Ze nahodn¢ vybrané semeno vyklici. Pfedpokladejme

pfitom, Ze 0< p <1. Budeme odhadovat parametr p. Vybereme proto ndhodné »n semen a pofidime
si zdznam o tom, které semeno vykli¢i a které ne. Timto zdznamem je posloupnost x,, x,, ..., x, hod-

not ndhodnych veli¢in X, X,,..., X, definovanych predpisem

1, jestlizei- tésemeno vyklici,

X =

0, jestlizei-té semeno nevyklici.

Polozme dale
X=X+X,+...+X,.

Veli¢ina X vyjadfuje pocet vykli€enych semen a ma binomické rozd¢leni s parametry n, p , zatimco
nahodny vektor X, X,,..., X, je vybérem z alternativniho rozdéleni s parametrem p . Mame tedy co
do ¢inéni s odhadem parametru p alternativniho, resp. binomického rozdéleni.

Vychozi datovou strukturou pro odhad nezndmého parametru p je zdznam hodnot x,, x,,..., x,
nahodného vektoru X, X,,..., X, , resp. hodnota X =k poctu vykli¢enych semen. PohliZime-li na
¢islo p jako na parametr alternativniho rozdé€leni, je odpovidajici vérohodnostni funkce déna predpi-

Ssem
L(X{, Xy X,, P)=P(X,=x)-P(X, =%,)-...- P(X, =x,) = p*(1-p)"™*,

kde k=x,+x,+...+x, je zaznamenany pocet vykli¢enych semen. Pohlizime-li na ¢islo p jako na
parametr rozdéleni binomického, je odpovidajici vérohodnostni funkce dana predpisem
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Lk p) =P =)=} | 1=,

Hledédme pfitom takovou hodnotu parametru p, pro niz nabyva v€rohodnostni funkce maximalni

hodnoty; pfitom je ziejmé, ze nezalezi na tom, kterou z uvedenych vérohodnostnich funkei pouzijeme.
(V obou piipadech hledame takovou hodnotu parametru p, pro kterou je nejvice pravdépodobna za-

znamenana hodnota £ nahodné veli¢iny X .) Pouzijeme-li prvni z uvedenych vérohodnostnich funkei,
dospéjeme k vérohodnostni rovnici

omp*1-p)*] _
op

neboli
dklnp+(n—k)In(1- p)]

=0.
dp

Vypocteme-li pfislusnou derivaci, obdrzime rovnici

k n—k

p l-p

=0,

jejimZ jedinym feSenim je &islo p =k/n. Druha derivace funkce ln[pk (1- p)”‘k] v proménné p je
pfitom zaporna, coz znamena, ze tato funkce nabyva v bodé p=k/n skuteéné svého maxima. Maxi-
malné vérohodnym odhadem parametru p je tedy velicina (resp. ¢islo) p=X/n=k/n vyjadiujici
relativni pocet vyklicenych semen. Tento odhad je téz nestranny a konzistentni. Vskutku

E(ijzwzzz
n n n

jde tedy o odhad nestranny. Dale

D(£)= DY) _ P4 _aom

>
n }’lz n

odkud vyplyva konzistence. Uvédomte si nakonec, Ze nestrannost a konzistence odhadu je téz dasled-
kem tvrzeni 1. Parametr p alternativniho rozdéleni je totiZ stfedni hodnotou tohoto rozdéleni, ptficemz
pfi ndmi zavedeném oznaceni je

X X +X,+..+X,

o n '

Piiklad 2 (odhad parametru Poissonova rozdéleni). Ulohu odhadu parametru Poissonova rozdéleni
1ze ekvivalentn¢ formulovat jako ulohu odhadu intenzity, s niz dochazi k vyskytu jistych nahodnych
udalosti v prostoru ¢i ¢ase. Prostor miize mit libovolnou dimenzi, ¢asova osa pak ptedstavuje prostor
jednodimenzionalni. Pfedpokladejme pfitom, zZe vymezime-li v prostoru dvé omezené oblasti nemajici
spolecny prunik, pak pocet udalosti, které¢ nastanou v jedné z oblasti, nema zadny vliv na pocet uda-
losti, které nastanou v druhé oblasti. Dale predpokladejme, Ze k udalostem dochazi v celém prostoru se
stejnou intenzitou. Kvantitativnim vyjadfenim intenzity budiz ¢islo 4 vyjadiujici stfedni pocet uda-
losti pripadajicich na zvolenou jednotku prostoru ¢i ¢asu. Ukolem je odhadnout tuto intenzitu.

Za tim Ucelem pozorujme vyskyt udalosti v jisté omezené Casti B zkoumaného prostoru. Velikost
mnoziny B (. jeji objem, obsah ¢i délku) ve zvolenych prostorovych ¢i ¢asovych jednotkach oznac-
me m(B). Predstavujeme si, Ze vyskyt udalosti v mnozin¢ B je vysledkem néjakého nahodného pro-
cesu @ ; za vySe uvedenych predpokladl se tento proces nazyva procesem Poissonovym. Oznatme
®(B) pocet udalosti vygenerovanych procesem ® v mnozin¢ B . Konkrétni pocet udalosti zazname-

nanych béhem naSeho pozorovani v mnozin¢ B necht’ je ptitom roven k . Prirozenym odhadem inten-

15



zity A je velicina ®(B)/m(B)=k/m(B) vyjadiujici primérny pocet zaznamenanych udalosti pripa-
dajicich na jednotku prostoru ¢i casu. Ukazeme, Ze tato velicina je nestrannym, konzistentnim a ma-
ximdlné vérohodnym odhadem parametru A .

Vime, ze nahodna veli¢ina ®(B) ma za vySe uvedenych ptfedpokladi Poissonovo rozdéleni
s parametrem A-m(B) . To mimo jiné znamena, Ze budeme-li velikost mnoZiny B povazovat za veli-

kost jednotkovou, stane se intenzita A parametrem Poissonova rozdéleni a odhad tohoto parametru
odhadem parametru Poissonova rozdé€leni. Dale odtud plyne, ze

E[ CI)(B)} _Ele®)]_4-mB) _,

b

m(B) m(B) m(B)
coz znamena, ze veli¢ina ®(B)/m(B) je nestrannym odhadem parametru A . Podobné

D[CD(B)}ZD[CD(B)]zkm(B): A 1(B)—eo
m(B) m*(B)  m*(B) m(B)

0,

odkud plyne konzistence v tom smyslu, Ze je-li mnozina B velika, dopustime se pifi odhadu paramet-
ru A veli¢inou ®(B)/m(B) jen s velmi malou pravdépodobnosti veliké chyby. Piesnéji feceno:

Jestlize zvolime posloupnost mnozin B, C B, C... tak, aby m(B,) ——=— o, pak
®(B,)/m(B,) —=—— 4

podle pravdépodobnosti.

Ukazme koneéné, Ze veli¢ina @ (B)/m(B)=k/m(B) je maximaln& vérohodnym odhadem parame-
tru 4. Vime, Ze

k
Pl (B) = k] = ¢ BT ";C('B)] :
Maximalné vérohodnym odhadem parametru A je ta hodnota tohoto parametru, pro kterou je vyse
uvedena pravdépodobnost maximalni. Vérohodnostni funkce je tedy dana predpisem
k
L(k, )b) — e—ﬂ.-m(B) . [2’ m(B)] ,
k!
odpovidajici vérohodnostni rovnice je
dlnL(k,A) _
oA

0.

Tato rovnice je zfejmé ekvivalentni s rovnici

p) ln[e—)um(B) . /flk ]
oA

=0

neboli s rovnici
dkInA—A-m(B)]
oAl
Vypoéteme-li derivaci, dostaneme, Ze k/A—m(B) =0, pokud k >0, resp. A =0, pokud k =0. Odtud
vyplyva, ze maximalné¢ vérohodnym odhadem parametru A je ¢Cislo (veli¢ina)
A =k/m(B) = ®(B)/m(B), coz bylo dokézat.

=0.

Piiklad 3 (odhad parametri normalniho rozdéleni). Necht X,, X,,...,X, je ndhodny vybér

zrozdéleni N(u,0”). Chceme zkonstruovat maximalné vérohodné odhady parametri y a o°.
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Ozna¢me x,, x,,..., x, experimentalné zaznamenané hodnoty veli¢in X, X,,..., X, . V&rohodnostni
funkce je pak déna predpisem

L(xl,xz,...,xn,,u,O')=f(x1,,u,0')~f(x2,,u,0')-...~f(x,,,,u,0'),
kde

P B
e '

Odhadujeme nyni simultanné dva nezndmé parametry 4 a o> (resp. 4 a ¢ ). Maximaln& vérohodné

odhady t&€chto parametrli jsou pfitom takové jejich hodnoty, pro néz funkce L(x,,x,,...,x,, U, O)
dvou proménnych x4 a o nabyva pfi pevné¢ zdanych hodnotach proménnych x,, x,, ..., x, maximalni
hodnoty. Je tedy tieba fesit soustavu dvou verohodnostnich rovnic, totiz
olnL(x;,x,,...,x,, U, O)
ou

=0,

olnL(x,,x,,...,x,, U, O)
Jdo

=0.

Snadno zjistime, ze

n RN
i=1 i1 o

Vypocteme-li parcialni derivace této logaritmované vérohodnostni funkce a vélenime je do soustavy
vérohodnostnich rovnic, obdrzime po drobnych ekvivalentnich tpravach soustavu

i(xi -u)=0,

Z(xi —u)’ —no’=0.
i=1
Z prvni rovnice plyne, ze
wed$-
n,;-
z druhé pak

1< _ln =2
o —n;(x - )’ n;(xi x)".

Vidime tedy, Ze maximaln& vérohodné odhady 22 a 6> parametrii u a o> rozdéleni N(u,c?) jsou
dany predpisem
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Princip statistického testovani hypotéz

Necht' £ je n&jaky zakon rozdéleni pravdépodobnosti, o kterém nemame v danou chvili bud’ vi-
bec zadnou anebo pouze ¢astecnou znalost. Stanovime néjakou pracovni hypotézu, tykajici se rozdele-
ni ¥ ¢&in&jakych jeho specialnich vlastnosti a tuto hypotézu budeme dale testovat na zakladé jeji kon-
frontace s experimentalnimi daty. Testovanou hypotézu nazveme nulovou hypotézou a oznacime
ji H,. Experimentalni data, s nimiz budeme hypotézu H, konfrontovat, musi byt ziskana takovym
zpusobem, aby byla hodnotami vzajemné¢ nezavislych nadhodnych veli¢in X, X,,..., X, rozdélenych
dle zakona £ . Hypotézu H, zamitneme, jestlize zaznamenané hodnoty x,,x,,...,x, veli¢in
X, X,,..., X, sejevi byt s testovanou hypotézou v pfili§ velkém rozporu. V takovém piipad¢ nahra-
dime hypotézu H, né&jakou alternativni hypotézou (strucnéji alternativou) H,, kterou je tieba zvolit
diive nez piistoupime k vlastnimu testovani. Rikame pak, 7e hypotézu H o testujeme proti alternati-
vé H,.

Je pfitom tfeba predem stanovit néjaké objektivni kritérium, dle kterého hypotézu H, proti alter-
nativé H, bud’ zamitneme nebo nezamitneme. Bez ohledu na to, jak sotisfikované je toto kritérium

zvoleno, nelze nikdy zcela zamezit tomu, Ze zamitneme spravnou hypotézu, podobn¢ musime ptipus-
tit, ze nedojde k zamitnuti hypotézy, kterd spravna neni. Jestlize zamitneme spravnou hypotézu, fek-
neme, ze doslo k chybé prvniho druhu. Nezamitneme-li nespravnou hypotézu, fekneme, Ze doslo
k chybé druhého druhu. Pravdépodobnost chyby prvniho druhu se ve statistické teorii nazyva hladina
vyznamnosti testu. Neni pfitom rozumné pozadovat, aby hladina vyznamnosti testu, tj. pravdépodob-
nost chyby prvniho druhu, byla pfili§ mald, nebot’ pak by naopak byla piili§ velikd pravdépodobnost
chyby druhého druhu. Pozadujeme vsak, aby pravdépodobnost chyby prvniho druhu nepiekrocila jis-
tou rozumnou mez (napi. 0,05) a kritérium pro zamitnuti hypotézy H, se snazime volit tak, aby pfi

zachovani tohoto pozadavku byla pravdépodobnost chyby druhého druhu co mozna nejmensi. (Je-li
pravdépodobnost chyby druhého druhu mala, tj. s velikou pravdépodobnosti jsou zamitany nespravné
hypotézy, fikame, ze test ma velikou silu.)

Predpokladejme dale, Ze rozdéleni £ je zavislé na neznamém parametru 6 a hypotéza H, je hy-
potézou o hodnoté tohoto parametru. Presnéji necht’ jde o hypotézu H, : € = 6, kterd stanovi, ze hod-
nota parametru € je rovna néjakému pevné zvolenému Cislu 6, . Test hypotézy H,, l1ze pak zaloZit na
konstrukci intervalového odhadu parametru 6. Konkrétné necht I=I1(X,,X,,...,X,) je
(1-)-100% interval spolehlivosti pro parametr 8, tj. takovy interval, jehoz meze jsou funkci veli-
¢in X, X,,..., X, aktery pokryva hodnotu parametru 6 s pravdépodobnosti 1—¢ . (Pozd¢ji ukaze-
me, jak 1ze zkonstruovat takové intervaly spolehlivosti napf. pro parametry normalniho rozdéleni, pro
parametr p binomického rozdéleni, pro parametr rozdéleni Poissonova apod.) Kritérium pro zamit-

nuti hypotézy H, budiz nasledujici: hypotézu H, zamitneme, jestliZze interval / neobsahuje cislo
6, . Snadno nahlédneme, Ze hladina vyznamnosti takového testu je rovna o .

Testy hypotéz o neznamych parametrech né&jakého rozdéleni £ se nazyvaji testy parametrické,
ostatni testy o rozd€leni £ se nazyvaji neparametrické. Ptikladem neparametrickych testii jsou napii-
klad testy dobré shody vyvinuté pro testovani hypotézy, ze ndhodny vybér X,, X,,..., X, pochazi

z ur€itého typu rozdé€leni (napf. rovnomérného, normalniho, Poissonova apod.) Tak naptiklad mizeme
testovat hypotézu, ze odchylka hmotnosti mince od stanovené normy se fidi normalnim zdkonem roz-
déleni pravdépodobnosti.

Ve statistické praxi se k testovani hypotéz pouziva tzv. festovacich statistik. Testovaci statistika T
pro hypotézu H, je nahodna veli¢ina, kterd je funkci veli¢éin X, X,,..., X, vybranych ndhodn¢
zrozdéleni £, k némuz se vztahuje testovana hypotéza. Lze tedy psat 7 =T7(X,, X,,..., X,). Hy-
potéza H, se zamitd, jestlize hodnota testovaci statistiky 7 padne do tzv. kritické oblasti (oblasti
zamitani). Kriticka oblast je zvolena tak, aby hladina vyznamnosti testu byla rovna pozadované hod-
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not¢ (napt. 0,05) a soucasn¢ aby pfislusny test mél pii dané hladin€ vyznamnosti co nejvetsi moznou
silu. Sila testu zavisi ovSem téZ podstatnym zptsobem na spravné konstrukei testovaci statistiky. O
celé fad¢ bézné pouzivanych statistickych testl je znamo, Ze maji pii dané hladiné vyznamnosti nej-
vétsi moznou silu (alespont asymptoticky, tj. v piipadé, Ze velikost ndhodného vybéru X, X,,..., X,

je hodné velika).
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