Uloha 1. Necht X ~ R(0,1) a Y =X . Jinak fedeno, Y je odmocnina ¢isla vybraného zcela
nahodné z intervalu (0, 1). Popiste rozd¢leni veli¢iny Y a urcete jeho modus, median, sttedni hodnotu
a rozptyl.

Reseni. Ozname po fadé F(y) a f(y) distribuéni funkci a hustotu rozdéleni veli¢iny Y . Pak

0 pro y<0,
F(y):P(Y<y):P(\/7<y): P(X<y2):y2 pro 0<y<l1,

1 pro y=>1.
Odtud plyne, ze

0 pro y<0,

S =F'(y)=42y pro 0<y<lI,
0 pro y=1.

Specialng je =1 (bod s nejvétsi hustotou pravdépodobnosti) a 7 =+/2, / 2 (bod, v némz distribu¢ni
funkce nabyva hodnoty 1/2). Dale je

oo 1

ﬂm=ﬁﬂw®=ﬁf®=§.

—oco 0
Podobng
S 1
1
Ewﬁ=jfﬂw@=ﬁf@=5,
—oo 0
a tedy

D(Y):E(Yz)—Ez(Y):%.

Uloha 2. Necht X a Y jsou dvé &isla vybrana zcela nahodné a nezavisle na sobé z intervalu (0, 1).
Polozme Z =max(X, Y). Popiste rozdéleni pravdépodobnosti veliCiny Z .

Reseni. Oznaéme po fadé F(z) a f(z) distribuéni funkci a hustotu rozdéleni veli¢iny Z . Pak

0 pro z<0,
F(z)=P(Z<z)=P[(X<2) & (Y <2)]=P(X<z)-P(Y <z)=4z" pro 0<z<l1,

I pro z=1.

Maximum dvou cisel vybranych zcela nahodné a nezavisle na sobé z intervalu (0,1) md tedy stejné
rozdelent pravdépodobnosti jako druha odmocnina cisla vybraného zcela nahodné z intervalu (0,1).

Uloha 3. Necht X a Y jsou dvé &isla vybrana zcela ndhodné a nezavisle na sobé z intervalu (0, 1).
Polozme Z =min(X,Y). Popiste rozd€leni pravdépodobnosti veli¢iny Z a vypocitejte jeho modus,
median, sttedni hodnotu a rozptyl.

Navod: Uvédomte si, Ze rozdeéleni minima dvou cisel vybranych zcela nahodné a nezavisle na sobé
z intervalu (0,1) je zrcadlovym obrazem rozdéleni jejich maxima.



Uloha 4. Urcete konstantu ¢ tak, aby funkce

fx)=

c

e +e*

byla hustotou rozdé¢leni néjaké nahodné veli¢iny X . Pro takovou veli¢inu urcete dale P(-3< X <3).

Vysledek: Konstanta ¢ se urci z podminky

Vyjde ¢=2/m. Dale pak P(-3< X <3)=0,937.

0,35 +

Uloha 5. Nakreslete graf funkce

f)=r—

|x|+1

a dokazte, ze neexistuje konstanta ¢ takova, aby funkce c¢f(x) byla hustotou rozdéleni néjaké na-
hodné veli¢iny.

Navod: Je If(x)dx =oo,

—oco

Uloha 6. Dokazte, ze funkce definovana piedpisem

0 pro x<0,
f(x)=4cosx pro 0<x<m/2,

0 pro x> /2
je hustotou rozd&leni n&jaké nahodné veli¢iny X . Uréete P(X > m/4). Déle urcete distribu¢ni funkci
veli¢iny X a vypocitejte jeji modus, median, stfedni hodnotu a rozptyl.
Reseni. Funkce f(x) je nezaporna, pfi¢emz
/2

Jf(x)dx = JCOSde =[sinx]’* =1-0=1,
—oo 0

coz bylo dokazat. Dale je



n/4 /4
P(X >m/4)=1-P(X <m/4)=1- J.f(x)dx =1- J-cosxdx

0
=1—[sinx["* =1-(+/2/2-0)=1-+2/2=0,29.

Distribuc¢ni funkce ma vyjadieni

0 pro x<0,
F(x)=4sinx pro 0<x<m/2,
1 pro x> /2

Koneéné je £ =0, ¥ =m/6, E(X):g—l, D(X)=m-3.

Tvrzeni (o stfedni hodnoté transformované nahodné veli¢iny). Jestlize X je spojitd nahodna
veli¢ina s hustotou rozdeéleni f(x) a t(x) je spojita redlnd funkce, pak pro stredni hodnotu

veliciny t(X) plati

=

Eli(x)] = j 1) f (x)dr.

—oco

Uloha 7. Necht « je pevné dané realné &islo a X je &islo vybrané zcela nahodné z intervalu (0,1).
Urcete median a stfedni hodnotu veli¢iny X .
Reeni. Snadno nahlédneme, Ze median veli¢iny X* je 27*. Dle piedchoziho tvrzeni pak
1 x(x+1 1 1
=——o0, jestlize a>-1
E(X*)= Jx“dx= a+l], o+l

0

oo, jestlize ¢ <—1.
Specialné

EWNX)=EX"?) =% a E(1/X)=E(X ") =oo.

Uloha 8. Necht 7 je veli¢ina s exponencialnim rozdélenim s parametrem A . Jinak feceno 7 je
spojita nahodna veli¢ina s hustotou f(¢) definovanou pfedpisem

Ae ™ pro t>0,
f()=
0 pro t<0.

Urcete distribu¢ni funkei, modus, median, sttedni hodnotu a rozptyl tohoto rozdéleni.
Reeni. Ziejmé je £ =0 . Pro distribuéni funkci obdrzime vyjadieni

l—e ¥ pro >0,
F()=
0 pro t<0.

Median 7' ziskame feSenim rovnice F(7)=1/2. Vyjde 7 =1n2/1. Déle je



E(1)= I Ate™Mdr .
0

Polozme u=t, v'=Ae™* a pouZijme integraci per partes. Dostaneme

oo

b=} + ferar=fe L e -y,
0
Podobné

E(t*)= J./uze”dz.
0

Polozme u=1*,v'=2e" a pouzijme integraci per partes. Dostaneme
E@?) =[] +2 J.te"dt =2/22.
0
Tudiz
D(1)=E(t*)-E*(1)=1/2".

Uloha 9. Necht stiedni délka Zivota jedince v populaci s konstantni mortalitou je tiicet let.
a) S jakou pravdépodobnosti se jedinec doZije Ctyficeti let?

b) S jakou pravdépodobnosti se desetilety jedinec dozije Ctyficeti let?

¢) S jakou pravdépodobnosti jedinec zemie mezi deseti a Ctyficeti lety?

d) Jakého veku se dozije ,,v priméru” polovina jedincti?

Vysledek: a) e =0,26, b) e /e = 2037, ¢) e* —e™¥* 2045, d) 30-In2=208

Uloha 10 (Cauchyovo rozdéleni). Stielec stfili zkanénu na nekoneén& dlouhou sténu, kterd se
nachazi ve vzdalenosti b od kan6nu. Kanon se ota¢i rovnomeérnou rychlosti stiidavé doleva a doprava.
Maximalni thlova odchylka hlavné kanonu od sméru kolmého ke sténé je ptitom +90°. Pii kazdé
otoCce zvoli stielec zcela nahodné pravé jediny okamzik, kdy z kandénu vystfeli. Oznaéme X
,soufadnici“ zasahu (nulova hodnota soutadnice odpovida vystfelu ve sméru kolmém ke sténé).
Popiste rozdéleni ndhodné velic¢iny X a dokazte, ze toto rozdéleni nema stfedni hodnotu.

0 X sténa

smér vystielu

kanon

Reseni. Oznaéme @ velikost thlové odchylky sméru vystielu od sméru kolmého ke sténé. Dle zadani
ulohy je ® nahodna veliina s rozdélenim R(—m/2,w/2). Pfedpokladejme nejprve, ze b=1, tj.
X =tg®d. Oznacme po fad¢ F(x) a f(x) distribu¢ni funkci a hustotu rozdéleni veli¢iny X . Pak

F(x)=P(X <x)=P(tgd < x) = P(D < arctgx) = larc‘[gx +% ,
T

a tedy
11
T ol+x?

f(x)=F'(x)=



3
Hustota Cauchyova rozdé€leni s parametry a=0, b=1

Pro obecné b je X =btgd a

15
T br+x?

fx)=

Konecné, ptitadime-li bodu stény s nejmensi vzdalenosti od kandnu soufadnici a (namisto soufadnice
nulové), je X =a+btg® a

1 b
S T b +(x—a)’
Vyse popsané rozdéleni se nazyva Cauchyovo (s parametry a,b). Pro a=0, b=1 je Cauchyovo
rozdéleni specialnim ptipadem tzv. Studentova t rozdéleni.
Pokusme se nyni vypocitat stfedni hodnotu Cauchyova rozdéleni (pokud by stfedni hodnota
existovala, musela by byt vzhledem k symetrii Cauchyova rozdéleni rovna hodnoté parametru a).
Ziejmé se piitom muzeme omezit na piipad a =0, b =1. Dle definice stiedni hodnoty je pak

oo

E(x)=1 J

T

X

dx .
1+ x?

—oo

oo

Funkce dx .

5~ Je licha, pfi¢emz jeji kladna i zdporna Cast maji stejny integral; totiz J-

1+x 1+x°

Tento integral nabyva vSak hodnoty oo (staéi provést substituci x> =y). Vysledkem vypoétu

oo

. , X . il . N
integralu Il - dx je tedy neurCity (a vdaném kontextu nedefinovatelny) vyraz oco—eco.
+x

—oco

Empirickym disledkem tohoto faktu je skuteCnost, ze aritmeticky primér vzajemné nezavislych
ndhodnych veli¢éin X,, X,,..., X, s Cauchyovym rozdélenim pravdépodobnosti s tymiz parametry

a, b neni stabilni, tj. nema tendenci pfiblizovat se s rostoucim »n k né&jaké pevné hodnoté. Lze pfitom

n

ukazat, ze tento primér ma bez ohledu na velikost ¢isla #n opét Cauchyovo rozdéleni s parametry
a, b . Chce-li tedy pozorovatel, ktery pozoruje zasahy déla na sténé, ale délo pritom nevidi, odhadnout

polohu tohoto déla (tj. hodnotu parametru a), nebude mit Gspéch, jestlize ze zaznamenanych soufadnic
zasahli vypocita aritmeticky primér. Polohu déla 1ze ovSem pomérné pfesné lokalizovat medianem
jednotlivych zasaht. Nejlepsi odhad této polohy lze zkonstruovat uzitim tzv. metody maximalni
vérohodnosti.



Uloha 11.

a) Necht X a Y jsou vzijemné¢ nezavislé nahodné veli¢iny, X ~ R(0,1), Y ~ R(0,2). Dokazte, Ze
souCet X +Y ma ,lichobéznikové™ rozd€leni a urcete pravdépodobnost, Ze tento soucet je vetsi nez
jedna. Dale uréete modus, median, stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny X +Y .

b) Necht X je soucet Ctyf Cisel vybranych zcela ndhodné a nezavisle na sob¢ z intervalu (0,1).
Ur¢ete modus, median, stfedni hodnotu a rozptyl veliiny X .
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